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摘  要：通过地形调整和重力向下解析延拓方法求解地球表面边值问题，最终都要归结为含地心向径因子核函数的球外

部扰动位泛函全球积分模型解算问题，当计算点无限接近球面数据网格点时，此类计算模型的积分核函数会发生奇异，

导致计算结果失效。针对此问题，分别提出了基于中心网格数据区块分离法和基于计算点网格数据移去恢复法的两种

去除积分核函数奇异性解决方案，同时提出了全球积分模型向局域数值积分模型转换的实用性改化方案，解决了球外部

超低空高程异常的精密解算问题。分析研究了数据观测误差对高程异常计算结果的影响特性及制衡关系，辨别了影响

球外部高程异常计算精度的主要干扰源。选择珠穆朗玛峰山区作为实验区，利用超高阶位模型 EGM2008 对核函数奇异

性解决方案和计算模型实用性改化方案进行了数值计算验证，证实所提方案是可行有效的，即使在重力场变化极为剧烈

的珠穆朗玛峰山区，经改化后的严密计算模型也能取得优于 1 cm 的内符合精度。
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Abstract： Objectives: In solving the Earth 􀆳 s surface boundary value problem through terrain adjustment 
and downward analytical continuation of gravity data, the process ultimately reduces to the computation of 
a global integral model for the disturbance potential functional in the external space of the Earth, which con⁃
tains a kernel function with geocentric radius factor. When the computation point approaches infinitely close 
to the spherical grid nodes, singularities occur in the integral kernel functions of such computational 
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models, leading to failure in calculation results. Methods: To address this issue, two distinct solutions are 
proposed to eliminate the singularities in the integral kernel functions: one is called central grid data block 
separation method, and the other is called computation point grid data remove-restore technique. Con⁃
currently, a practical modification scheme is developed for converting global integral models into localized 
numerical integration models, resolving the challenge of precise calculation of ultra-low-altitude height 
anomalies in the Earth 􀆳s external space. The influence characteristics and equilibrium relationships between 
observational data errors and height anomaly computation results are systematically analyzed, identifying 
the primary interference sources affecting the accuracy of external height anomaly calculations. Results: 
The Mount Everest region is selected as a test area, where the singularity elimination solutions and model 
modification schemes are numerically validated using the ultra-high-degree geopotential model EGM2008. 
The results confirm the feasibility and effectiveness of the proposed methodologies. Even in the Mount 
Everest region where gravity field variations are extremely intense, the refined rigorous computational 
model can achieve an internal consistency accuracy better than 1 cm. Conclusions: The results show that re⁃
ducing systematic bias in data observation and implementing kernel truncation modification measures are 
key to improving the accuracy of external height anomaly calculations. And using the modification model 
recommended in this paper for calculating external height anomalies can meet the requirements of con⁃
structing high-accuracy and high-resolution numerical models of height anomalies today.
Key words： external height anomaly； a kernel function with geocentric radius factor； model refinement； 
singular integral； error analysis； numerical validation

依 据 现 代 Molodensky 边 值 问 题 理 论 框

架［1］，高程异常既可定义为似地球表面至真实

地球表面的高度，也可定义为平均椭球体表面

至似大地水准面的高度［2-3］。高程异常对应正常

高高程系统，是地面某点大地高与正常高的互

差，当已知地面测点的大地高和高程异常时，可

反求该测点的正常高。中国一直沿用正常高系

统，近期随着地球空间信息在国家经济和军事

各领域应用价值的日趋凸显，以及高精度全球

定位技术的推广应用，精确求定高程异常（也就

是似大地水准面高）数值模型已成为中国实现

高程基准现代化的关键技术环节和核心基础设

施建设目标［4］。求定高程异常一般采用直接法和

间接法两种技术途径：利用传统天文水准、天文

重力水准、现代全球导航卫星系统（global naviga⁃
tion satellite system，GNSS）水准确定高程异常

的方法均属于直接法；间接法则是指依据地球表

面一种或多种重力观测数据源，建立关于扰动重

力位的大地测量边值问题，通过求解边值问题确

定地面扰动重力位解析模型，进而求定高程异常

数值模型。不论是从经济成本还是从计算成果

分辨率和精度水平考虑，基于地面重力观测数据

边值问题解的间接法都是目前国内外求定高程

异常的首选方法［5-6］。

求解地面扰动位（可直接转换为高程异常）

大地边值问题的理论支撑是著名的 Molodensky

现代边值理论，依据该理论方法可精密求定地球

表 面 点 位 的 高 程 异 常 ，与 其 相 对 应 的 线 性 化

Molodensky 边值问题级数解的零阶项等同于经

典的 Stokes 积分，其余高阶项均为与地形起伏相

关的效应改正。实践中大多都采用 Molodensky
级数解的零阶项（Stokes 积分）加一阶项（考虑地

形效应的 G 1 项积分）进行高程异常参数计算，其

几何意义是：首先将地面重力异常延拓归算到海

平面（近似为球面），然后通过 Stokes 积分完成海

平面高程异常的计算，最后将海平面高程异常向

上延拓归算到地球表面［5，7］。由于 Molodensky 边

值问题的近似解在形式上与经典 Stokes 积分完

全 相 同 ，其 中 涉 及 的 积 分 核 函 数 还 是 传 统 的

Stokes 函数 S ( ψ )，其相对应的计算模型改化问题

已经得到比较深入的研究，诸如参考场的移去⁃恢
复、远区效应改正、核函数截断改化、奇异积分

等［8］。因此，关于 Molodensky 边值问题解的高程

异常计算模型改化问题，不需作更多的评述和讨

论。但需要指出的是，关于高程异常计算，除了

可采用主流的 Molodensky 边值理论以外，还可采

用基于位场等效源原理的虚拟界面边值理论，

Bjerhammar 边值理论是此类虚拟界面边值理论

的典型代表。为了避开 Molodensky 边值理论涉

及的不规则地形面及其斜向导数等复杂数学问

题，Bjerhammar 提出将 Molodensky 边值问题等

价转换为一个简单的虚拟球面边值问题［9］。该理
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论的解算思路为：将分布于地球表面上的已知离

散化重力异常向下调和延拓到一个完全处于地

球内部的所谓 Bjerhammar 球（简称 B 氏球）面上，

在该球面上构造一个虚拟的重力异常场，并强制

该虚拟场在地球表面及其外部空间产生的位与

地球表面已知观测重力异常场产生的位一致，最

终利用广义 Stokes 核函数 S ( r，ψ )（含地心向径 r

因子）的再生性，以比 Molodensky 级数解简单得

多的 Stokes-Pizzeti 积分公式给出地球表面边值

问题的解。除 Bjerhammar 方法外，近期国内外学

者也在研究源自地形质量调整思路和 Helmert 第
二压缩补偿原理的边值解算问题，并将其定义为

Stokes-Helmert 边值问题［6，10-11］。解算此类边值

问题的基本思路是：首先将大地水准面外部地形

质量垂直向下压缩到大地水准面上，完成地形调

整对地面重力异常的直接影响和残余地形位间

接影响计算，并将各观测量和影响改正量向下解

析延拓到大地水准面上，形成 Helmert 虚拟重力

异常场，然后同样利用广义 Stokes 核函数 S ( r，ψ )
的再生性，以 Stokes-Pizzeti 积分给出地球表面边

值问题解。由 Bjerhammar 边值理论和 Stokes-

Helmert 边值理论给出的地面高程异常计算模型

具有相同的形式和特点，实际上它们均已转换为

含地心向径因子核函数的球外部重力异常场赋

值计算问题［12］，当计算点与数据网格点重合并无

限接近球面时，此类计算模型的积分核函数都会

出现不同程度的奇异性，需要对其进行改化处

理［13-15］。高程异常积分核函数的奇异性虽然不如

外部重力异常、扰动重力及径向导数计算积分公

式的核函数那么严重，但对于厘米级精度高程基

准确定要求，仍有必要对其计算模型进行实用性

改化和奇异性处理。

1　计算模型分析与改化

1.1　计算模型通式

本文以 Bjerhammar 边值问题和 Stokes-Hel⁃
mert 边值问题为指向，统一给出计算球外部高程

异常参数的通用积分公式，并以此为基础开展积

分核函数奇异性分析研究和计算模型实用性

改化。

根据 Bjerhammar 边值理论［5，16］，地面（B 氏球

外部）高程异常 ζ的计算模型为：

ζ = Rb

4πγ ∬
σ
Δgb S ( r,ψ ) dσ （1）

式中，γ 为平均正常重力；Rb 为 B 氏球半径；Δgb 为

B 氏球面上的虚拟重力异常；r 为计算点地心向

径；σ 为单位球面；ψ 为计算点至积分面元之间的

球面角距；S ( r，ψ ) 称为广义 Stokes 函数，其计算

式为：

      S ( r,ψ )= 2Rb

l
+ Rb

r
- 3Rb l

r 2 - 5R 2
b cos ψ
r 2 -

     3R 2
b

r 2 cos ψ ln ( r + l - Rb cos ψ
2r

) （2）

S ( r，ψ )的级数表达式为：

S ( r,ψ )= ∑
n = 2

∞ 2n + 1
n - 1 ( )Rb

r

( n + 1 )

Pn ( cos ψ )

（3）
式 中 ，l 为 计 算 点 至 球 面 流 动 点 之 间 的 距 离 ；

Pn ( cos ψ )为 n 阶勒让德函数。式（1）通常称为广

义 Stokes 积分，也称 Stokes-Pizzeti 积分。根据位

场等效源原理，Bjerhammar 理论强制式（1）中的

虚拟重力异常场 Δgb 在地球表面及其外部空间产

生的位与地面观测重力异常场 Δg 产生的位一

致，该约束条件可用函数关系表示为如下的 Pois⁃
son 积分公式：

Δg = R 2
b

4πr ∬ σ

( r 2 - R 2
b )

l 3 Δgb dσ （4）

式中，Δg 为已知量；Δgb 为未知量。因此只能通过

迭代算法对式（4）所示的积分方程进行求解，具

体求解过程不再详述。

根据 Stokes-Helmert边值理论［6，17］，地面高程

异常 ζ的计算模型为：

ζ = R
4πγ ∬

σ
Δg h∗ S ( r,ψ ) dσ + δζ （5）

式中，R 为地球平均半径；Δg h∗ 为大地水准面上的

Helmert重力异常，其计算式为：

Δg h∗ = Δg ∗ + δA∗ + δS （6）
式中，Δg ∗ 和 δA∗ 分别为已知地面重力异常 Δg 和

大地水准面外部地形质量对 Δg 直接影响量 δA，

向下延拓到大地水准面的计算值；δS 代表外部地

形质量压缩调整对地面观测重力异常的次间接

影响。式（5）中的 δζ 为地形压缩调整对高程异常

的间接影响，其计算式为：

δζ = δV ( P )
γ

（7）

式中，δV ( P )为经 Helmert 地形压缩调整后的残

余地形位。式（6）和式（7）的实现过程可参见文

献［6，17］。

由式（1）和式（5）可以看出，如果暂不考虑

式（5）右端的残余地形位改正项，那么，可将基于
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Bjerhammar边值理论和 Stokes-Helmert边值理论

的球外部高程异常计算模型统一写为如下通式：

ζ = Rs

4πγ ∬
σ
Δgs S ( r,ψ ) dσ （8）

式中，Δgs 为经归算后得到的球面重力异常，为简

便起见，下文统一用 Δg 表示；Rs 为相对应的球半

径，为简便起见，下文统一用 R 表示。

1.2　计算模型奇异性的两种处理方案

1.2.1　第一种处理方案

由式（2）得知，当计算点与数据网格平面位

置重合且计算点高度无限接近球面时（Stokes-

Helmert 边值问题解算会出现这种情况），计算模

型通式（8）中的核函数 S ( r，ψ )将发生奇异，致使

无法完成超低空高程异常的精准计算。实际上，

采用经典 Stokes 积分公式计算大地水准面高（对

应于式（8）中 h = 0 的情形）时，也会遇到计算点

与数据网格点重合带来的 Stokes 函数 S ( ψ )奇异

性问题，解决此类问题的传统做法是［7］：将与计算

点重合的中心数据网格分离出来进行单独处理，

当数据网格的半径取为 s0 时，中心数据网格对大

地水准面高的影响 N p0 可近似表示为：

N p0 = s0

γ
Δgp （9）

式中，Δgp 为中心数据网格的重力异常。

显然，积分式（8）遇到的核函数奇异性问题

可采用上述同样的思路来处理。将计算点所在数

据网格进行单独处理，考虑到该数据网格面积较

小，可将其作平面近似处理，采用极坐标系 ( s，α )
表示形式，可近似取值为 l 2 ≈ l 2

0 + h2 ≈ s2 + h2，

R2 dσ ≈ sdsdα，其中 l0 = 2R sin ψ
2 ，r = R + h，h 为

计 算 点 高 度 。 此 时 ，只 需 要 考 虑 积 分 核 函 数

S ( r，ψ )的主项，即可近似取：

S ( r,ψ )≈ 2R
l

≈ 2R

s2 + h2
（10）

设计算点所在数据网格重力异常 Δgp 对高度

h 处的高程异常计算值的贡献为 ζp0，则有：

 ζp0 = 1
4πγ ∫

0

2π∫
0

s0

Δgp
2

s2 + h2
s dsdα =

1
γ

Δgp ( s2
0 + h2 - h ) （11）

当 h = 0（即 r = R）时，式（11）简化为：

ζp0 = s0

γ
Δgp （12）

式（12）与文献［7］的推导结果（即式（9））完

全一致。本文把上述处理核函数奇异性过程称

为基于中心网格数据区块分离法的去除积分核

函数奇异性解决方案。采用此方案需要注意的

是，随着延拓计算高度的增大，由积分核函数平

面近似处理（见式（10））带来的误差也会逐步增

大，因此须将该方案应用范围限定在超低空高度

段，譬如在 1 km 高度以下。而在 1 km 以上高度，

核函数已经不再存在奇异性问题，原积分模型可

恢复正常流程完成各高度点的数值计算，也就是

说，上述处理方案足以保证获得全高度段稳定可

靠的高程异常解算结果。实际计算时，s0 的计算

公式为：

s0 =
R Δσp

π
（13）

      Δσp = ΔφΔλ cos φp = ( π
180 × 60 )

2

× Δφ′× 

          Δλ′× cos φp （14）
式中，φp 为计算点大地纬度；Δλ、Δφ 分别为数据

经度、纬度网格间距。

1.2.2　第二种处理方案

解决积分核函数奇异性问题除了可采用上

述方法以外，还可借鉴文献［7］处理地球外部重

力异常及谐函数径向导数计算模型奇异性的研

究思路，设计如下更为严密的去除积分核函数奇

异性解决方案。

考虑到地面实测数据覆盖范围的局限性，人

们在实施地球重力扰动位泛函全球积分模型计

算时，通常都将全球积分域划分为近区和远区两

部分，近区部分采用实测重力异常作为输入量，

通过数值积分方式进行计算，远区则通过超高阶

全球重力位模型进行计算。设近区部分的积分

半径取为 ψ 0，则该部分对球外高程异常的贡献量

可表示为：

ζψ0 = R
4πγ ∫

0

2π∫
0

ψ0

ΔgS ( r,ψ ) sin ψdψdα （15）

为 了 减 弱 积 分 核 函 数 奇 异 性 影 响 ，可 对

式（15）作如下移去恢复变换：

   ζψ0 = R
4πγ ∫

0

2π∫
0

ψ0

( Δg - Δgp ) S ( r,ψ ) sin ψdψdα +

    R
4πγ ∫

0

2π∫
0

ψ0

Δgp S ( r,ψ ) sin ψdψdα （16）

顾及

R
4πγ ∫

0

2π∫
0

ψ0

S ( r,ψ ) sin ψdψdα = R
2γ

Iψ0

（17）
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则有：

ζψ0 = R
4πγ ∫

0

2π∫
0

ψ0

( Δg - Δgp ) S ( r,ψ ) sin ψdψdα + R
2γ

Δgp Iψ0 （18）

式中，

Iψ0 =∫
0

ψ0

S ( r,ψ ) sin ψdψ =

1
16r 4 R

(-8r 3 ( r - R )+ 16r 3 R - 24r 2 R ( r - R )- 14r 2 R2 + 8r 3 lψ0 +

8r 2 R cos ψ 0 (-2r + 3lψ0 )- 12r 2 R2 ln 2 + r 4 ln 64 + 2r 2 R2 ln 64 +

R4 ln 64 + 6( r 2 - R2 )2 ln ( 2r - 2R
r

)- 6( r 2 - R2 )2 ln ( 2r ( 2r - 2R ) )-

2r 2 R2 cos ( 2ψ 0 ) (-7 + ln 64 - 6ln ( r - R cos ψ 0 + lψ0

r
) )-

6r 4 ln ( r - R cos ψ 0 + lψ0

r
)- 6R4 ln ( r - R cos ψ 0 + lψ0

r
)+

6r 4 ln ( r ( r - R cos ψ 0 + lψ0 ) )- 12r 2 R2 ln ( r ( r - R cos ψ 0 + lψ0 ) )+
6R4 ln ( r ( r - R cos ψ 0 + lψ0 ) ) ) （19）

式中，lψ0 = r 2 + R2 - 2rR cos ψ 0 。

在式（18）等号右端的积分式中，当 r 趋近于

R，ψ趋近于0 时，积分核函数出现奇异，但由于此

时存在 ( Δg - Δgp )趋近于0，故核函数的奇异点被

中和了［7］，也就实现了消除积分奇异性的目的。

本文把上述过程称为基于计算点网格重力异常移

去⁃恢复法的去除积分核函数奇异性解决方案。

1.3　计算模型实用性改化处理

如前所述，实际计算时需要将高程异常计算

模型的积分域划分为近区和远区，这是计算模型

实用性改化内容的一部分，远区影响也称为远区

效应，一般采用超高阶全球重力位模型进行计

算，其计算式为［17］：

ζq ( π - ψ0 ) =
R

4πγ ∫
0

2π∫
ψ0

π

ΔgS ( r,ψ ) sin ψdψdα =

GM
2γr ∑

n = N + 1

L

( )n - 1 Q ς
n ( r,ψ 0 )Tn ( φ,λ )

（20）
式中，ζq ( π - ψ0 ) 为高程异常远区效应；G、M 分别为

万有引力常数、地球质量；N 为引入位模型参考场

的最高阶数；L 为超高阶重力位模型的最高阶数；

其他参数的计算式如下：

Q ς
n ( r,ψ 0 )= ∑

m = N + 1

L 2m + 1
m - 1 ( )R

r

m + 1

Rnm ( ψ 0 )

（21）

Rnm ( ψ 0 )=∫
ψ0

π

Pn ( cos ψ ) Pm ( cos ψ ) sin ψdψ

（22）

Tn ( φ,λ )= ∑
m = 0

n

( C̄ ∗
nm cos ( mλ )+           

                S̄nm sin ( mλ ) ) P̄ nm ( sinφ )
（23）

式中，Pn ( cos ψ )为勒让德函数；P̄ nm ( sin φ )为完全

规格化缔合勒让德函数；C̄ *
nm、S̄nm 为完全规格化扰

动位系数。

实际上，引入位模型参考场也是计算模型实

用性改化内容的一部分，其目的是为了增强全球

位模型对高程异常长波信号的控制作用，同时也

是降低数据覆盖域需求的需要。这一步骤通常

称为基于地球重力位模型的移去 ⁃恢复技术。此

外，在引入位模型参考场以后，还需要考虑重力

异常输入量与积分核函数的频谱匹配问题，以减

弱重力异常低频观测误差对高程异常计算结果

的影响。这一步骤主要涉及积分核函数的截断

优化问题，有多种形式的核函数改化模型可供选

择［18］，但应用中一般推荐采用形式相对简单的

Wong-Gore（WG）改化核函数［19］，即只需在原核

函数基础上截断掉与位模型参考场相同阶数的

相对应核函数球谐展开式，广义 Stokes 截断核函

数 SWG ( r，ψ )的计算式为：

SWG ( r,ψ )= S ( r,ψ )-∑
n = 2

N 2n + 1
n - 1 ( )R

r

( n + 1 )

Pn ( cos ψ ) （24）

采用上述截断核函数以后，计算点所在数据 网格重力异常的贡献量 ζp0 计算式（11）应改为：
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ζp0 = R
2γ

( Δgp - ΔgRpref )
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê 2

R
( s2

0 + h2 - h )- ∑
n = 2

N 2n + 1
n - 1 ( R

r ) ( n + 1 )

Rn ( s0 )
ù

û

ú
úú
ú

（25）

Rn ( s0 )=∫
0

s0

Pn ( cos ψ ) sin ψdψ = - 1
2n + 1 [Pn + 1 ( cos s0 )- Pn - 1 ( cos s0 )] （26）

此时，积分近区对高程异常贡献量的计算式 （18）也应改写为：

ζψ0 = R
4πγ ∫

0

2π∫
0

ψ0

( Δg - Δgp ) SWG ( r,ψ ) sin ψdψdα + R
2γ

Δgp Jψ0 （27）

  Jψ0 = R
4πγ ∫

0

2π∫
0

ψ0

SWG ( r,ψ ) sin ψdψdα =

                                                                         R
4πγ ∫

0

2π∫
0

ψ0 é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úS ( r,ψ )- ∑

n = 2

N 2n + 1
n - 1 ( )R

r

( n + 1 )

Pn ( cos ψ ) sin ψdψdα =

                     R
2γ

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úIψ0 - ∑

n = 2

N 2n + 1
n - 1 ( )R

r

( n + 1 )

Rn ( ψ 0 ) （28）

Rn ( ψ 0 )=∫
0

ψ0

Pn ( cos ψ ) sin ψdψ = - 1
2n + 1 [Pn + 1 ( cos ψ 0 )- Pn - 1 ( cos ψ 0 )] （29）

综合计算模型奇异性处理和实用性改化方 案，可得式（25）、式（27）对应的高程异常改化模型：

ζ = ζpref + R
4πγ ∫

0

2π∫
s0

ψ0

( Δg - Δg ref ) SWG ( r,ψ ) sin ψdψdα + ζq ( π - ψ0 ) + ζp0 （30）

ζ = ζpref + R
4πγ ∫

0

2π∫
0

ψ0

( Δg - Δgp - Δg ref + Δgpref ) SWG ( r,ψ ) sin ψdψdα + ζq ( π - ψ0 ) +( Δgp - Δgpref ) Jψ0

（31）
式中，Δg ref、Δgpref 分别为由参考场位模型确定的

球面流动点、计算点（球面投影点）重力异常，两

者计算式相同；ζpref 为由参考场位模型确定的球外

部计算高度处的高程异常，其计算式分别为［20］：

Δg ref = GM
R2 ∑

n = 2

N

( n - 1 ) ∑
m = 0

n

( C̄ ∗
nm cos ( mλ )+ S̄nm sin ( mλ ) ) P̄ nm ( sinφ ) （32）

ζpref = GM
rγ ∑

n = 2

N ( R
r ) n

∑
m = 0

n

( C̄ ∗
nm cos ( mλ )+ S̄nm sin ( mλ ) ) P̄ nm ( sinφ ) （33）

2　数据观测误差影响分析与估计

由式（28）和式（29）得知，球外部高程异常计

算误差主要由模型改化误差和数据传播误差两

部分组成，模型改化误差主要包括数值积分离散

化误差、远区效应截断误差和数据分辨率截断误

差，数据传播误差主要包括使用位模型参考场移

去 ⁃恢复技术引入的位系数误差和数据观测噪声

传播误差。考虑到影响高程异常计算精度的因

素较多，影响规律也复杂多变，国内外学者已经

为此开展了多方面的专题研究［20］，本文不再对其

作深入讨论，仅就数据观测噪声对高程异常计算

精度的影响作定量估计和分析。

以球外部高程异常计算式（8）为依据，只考

虑核函数截断改化作用，当已知球面重力异常以

经纬网格方式表示时，积分近区对高程异常贡献

量的两种离散化数值积分形式分别用 ζ ( 1 )
ψ0 、ζ ( 2 )

ψ0

表示：

ζ ( 1 )
ψ0 = R

4πγ ∑
i = 1

M 1

∑
j = 1

M 2

Δgij S ( rp,ψpij ) Δσij （34）

ζ ( 2 )
ψ0 = R

4πγ ∑
i = 1

M 1

∑
j = 1

M 2

Δgij SWG ( rp,ψpij ) Δσij

（35）
式中，M 1、M 2 分别为数据覆盖域纬度、经度方向

的数据网格个数；Δgij 为与网格 ( i，j )相对应的球

面重力异常；积分面积元 Δσij 的计算式为式（14）。

假设网格平均重力异常为等精度观测量且

相互独立，则根据误差传播律，可得球面重力异

常随机噪声对两种形式的高程异常传播影响估

计式 m 2
ζ ( 1 )

ψ0

、m 2
ζ ( 2 )

ψ0
分别为：

m 2
ζ ( 1 )

ψ0

= ( R
4πγ ) 2

m 2
Δg∑

i = 1

M 1

∑
j = 1

M 2

( )S ( rp,ψpij ) Δσij

2
   （36）
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m 2
ζ ( 2 )

ψ0
= ( R

4πγ ) 2

m 2
Δg∑

i = 1

M 1

∑
j = 1

M 2

( )SWG ( rp,ψpij ) Δσij

2
  （37）

式中，mΔg 为球面网格平均重力异常的中误差；

mζψ0
为计算高度 h 处的高程异常中误差。

以 P（φ=40oN，λ=120oE）为 计 算 点 ，以 该

点 为 中 心 ，选 择 40o×40o 为 数 据 覆 盖 范 围 ，以

2′×2′为数据网格，同时考虑到在当前技术条

件下，重力异常网格数据随机误差范围一般在

1~5 mGal，系统性偏差在 0.1~1 mGal，据此，分

别取 mΔg =1 mGal、3 mGal、5 mGal，按式（36）和

式（37）依次计算不同高度点的 mζ ( 1 )
ψ0

和 mζ ( 2 )
ψ0

值，具体

数值结果见表 1。为了便于比较，表 1 给出了对应

于核函数截断阶数分别取为 N = 36和 N = 360时

的 mζ ( 2 )
ψ0
计算结果，分别记为 mζ ( 2⁃1 )

ψ0
、mζ ( 2⁃2 )

ψ0
。

由表 1 估算结果可以看出，不论是哪一种形

式的计算模型，重力异常随机噪声对高程异常计

算精度的影响均随噪声量值的增大而增大，随计

算高度的增大而减小，这样的结果完全符合误差

影响随高度升高而衰减的频谱特征分析预期。

表 1 所列数值同时说明，对积分核函数进行截断

改化处理，有利于减弱重力异常随机噪声对高程

异常计算精度的影响，核函数截断阶数越高，核

函数改化对抑制随机噪声的作用越显著。但这

并不能说明核函数截断阶数越高，计算效果就越

好，因为核函数截断阶数取值一般都保持与位模

型参考场阶数基本一致，选取了较高的核函数截

断阶数，就意味着选取了较高阶数的参考场，也

就意味着增强了位模型的低频控制作用，但也增

加了更多位模型系数误差的影响。因此，如何平

衡数据误差和位系数误差两类干扰源的影响才

是问题的关键。这方面的内容已经超出本文的

研究范畴，不再作更多讨论。就数据误差单一干

扰源而言，由表 1 得知，即使采用一定阶数的截断

核函数，要想获得优于 1 cm 精度的高程异常解算

结果，重力异常观测随机噪声也须控制在 5 mGal
甚至 3 mGal以内。

下面进一步讨论球面重力异常系统性偏差

对高程异常计算精度的影响，假设网格平均重力

异常存在大小为 δΔg 的系统性偏差，则依据式

（34）和式（35），该误差引起两种形式的高程异常

计算偏差 Δζ ( 1 )
ψ0 、Δζ ( 2 )

ψ0 分别为：

Δζ ( 1 )
ψ0 = R

4πγ
( δΔg ) ∑

i = 1

M 1

∑
j = 1

M 2

S ( rp,ψpij ) Δσij    （38）

Δζ ( 2 )
ψ0 = R

4πγ
( δΔg ) ∑

i = 1

M 1

∑
j = 1

M 2

SWG ( rp,ψpij ) Δσij    （39）

仍采用前面测试随机噪声影响相同的计算

点坐标、数据覆盖范围和分辨率参数，分别取

δΔg =0.1 mGal、0.5 mGal、1 mGal，按式（38）和

式（39）依次计算 Δζ ( 1 )
ψ0 和 Δζ ( 2 )

ψ0 ，具体数值结果见

表 2，表中同样给出了核函数截断阶数分别取为

N = 36 和 N = 360 时的 Δζ ( 2 )
ψ0 计算结果，分别记为

Δζ ( 2⁃1 )
ψ0 和 Δζ ( 2⁃2 )

ψ0 。

由表 2 估算结果可以看出，重力异常观测

系统性偏差对高程异常计算精度的影响极为

显著，其影响量值要比随机噪声干扰大得多，

0.1 mGal 系统偏差干扰影响量甚至比 5 mGal 的
随机噪声影响量还要大许多。值得注意的是，

由局部积分特性反映出来的这种现象与高程异

常全球积分计算模型的性质完全不相同，因为

表 1　重力异常随机噪声对高程异常计算精度的影响/cm
Table 1　Effect of Gravity Anomaly Noise on Height Anomaly Accuracy/cm  

计算高度/km

0
0.01
0.05
0.1
0.3
1
3
5

10

mζ ( 1 )
ψ0

mΔg =
1 mGal

0.42
0.42
0.42
0.42
0.42
0.42
0.40

0.39
0.37

mΔg =
3 mGal

1.27
1.27
1.27
1.27
1.27
1.26
1.20

1.16
1.11

mΔg =
5 mGal

2.12
2.12
2.12
2.12
2.12
2.09
2.00

1.94
1.84

mζ ( 2⁃1 )
ψ0

mΔg =
1 mGal

0.28
0.28
0.28
0.28
0.28
0.27
0.24

0.22
0.19

mΔg =
3 mGal

0.83
0.83
0.83
0.83
0.83
0.81
0.72

0.66
0.56

mΔg =
5 mGal

1.38
1.38
1.38
1.38
1.38
1.35
1.20

1.10
0.94

mζ ( 2⁃2 )
ψ0

mΔg =
1 mGal

0.18
0.18
0.18
0.18
0.18
0.17
0.13

0.10
0.06

mΔg =
3 mGal

0.53
0.53
0.53
0.53
0.53
0.50
0.38

0.30
0.18

mΔg =
5 mGal

0.89
0.89
0.89
0.89
0.88
0.84
0.64

0.50
0.30
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∫
0

2π∫
0

π

S ( r，ψ ) sin ψdψdα = 0，故数据观测系统性偏

差对全球积分模型计算结果没有任何影响，也就

是等于零，这是由地球平均椭球定义要求重力异

常和高程异常都不包含零阶谐函数项所决定

的［7］。而对于局部积分，重力异常和高程异常显

然不受上述条件的约束，系统误差影响特性也就

发生了根本性变化。表 2对比计算结果同时说明，

核函数改化对减弱数据观测系统偏差影响作用

显著，经截断后的核函数具有非常高效的高通滤

波作用，有效抑制了低频系统偏差信号对高程异

常计算结果的干扰。表 1 和表 2 的计算结果表

明，相比较而言，减小数据观测系统性干扰因素

的影响更有利于提高高程异常的计算精度，核函

数改化对抑制数据观测系统性偏差和随机噪声

干扰都具有显著作用。

3　数值计算验证与分析

为了验证前述各改化模型的有效性，选取重

力异常场变化极为剧烈的珠穆朗玛峰山区作为实

验区，具体覆盖范围为：6o×6o（φ 为 25oN~31oN；λ

为 84oE~90oE）。首先选取截断到 360阶次的位模

型 EGM2008 作为参考场，即取 N=360，然后选取

361~2 160 阶次的截断位模型 EGM2008 作为计

算检验的标准场，即取 L=2 160，使用与式（32）
相类同的模型计算球面上的重力异常“真值”

（Δgt），进而选取 ri = R + hi，R =6 371 km，使用

上述同样的截断位模型，依据与式（33）相类同

的模型分别计算对应于 9 个高度面上的 2′×2′网

格高程异常理论“真值”（ζti），9 个计算高度分别取

为 0 km、0.01 km、0.05 km、0.1 km、0.3 km、1 km、

3 km、5 km、10 km，计算点坐标与数据网格点重

合，每一个高度面对应 180×180=32 400 个计算

点。表 3列出了由 EGM2008位模型计算得到的零

高度面上的网格重力异常和高程异常统计结果。

图 1（a）、1（b）分别为 361~2 160 阶次 EGM2008 位

模型计算得到的零高度面上的重力异常和高程异

常分布图。

表 2　重力异常系统性偏差对高程异常计算精度的影响/cm
Table 2　Effect of Systematic Gravity Anomaly Bias on Height Anomaly Accuracy/cm

计算高度/km

0
0.01
0.05
0.1
0.3
1
3
5

10

Δζ ( 1 )
ψ0

δΔg =
0.1 mGal

27.23
27.23
27.23
27.23
27.23
27.22
27.21
27.19
27.15

δΔg =
0.5 mGal

136.10
136.10
136.10
136.10
136.10
136.10
136.00
135.90
135.70

δΔg =
1 mGal
272.20
272.20
272.20
272.20
272.30
272.20
272.10
272.90
272.50

Δζ ( 2⁃1 )
ψ0

δΔg =
0.1 mGal

0.10
0.10
0.10
0.10
0.10
0.11
0.11
0.11
0.10

δΔg =
0.5 mGal

0.50
0.50
0.50
0.50
0.51
0.53
0.54
0.53
0.51

δΔg =
1 mGal

1.00
1.00
1.00
1.01
1.02
1.06
1.07
1.06
1.03

Δζ ( 2⁃2 )
ψ0

δΔg =
0.1 mGal

−0.01
−0.01
−0.01
−0.01
−0.01

0.00
0.00
0.00
0.00

δΔg =
0.5 mGal

−0.04
−0.04
−0.04
−0.04
−0.03
−0.01

0.00
0.00
0.00

δΔg =
1 mGal
−0.09
−0.09
−0.08
−0.08
−0.06
−0.02

0.00
0.00
0.00

表 3　利用位模型 EGM2008计算零高度面网格重力异常和高程异常统计

Table 3　Statistics of Computed Gravity Anomalies and Height Anomalies Using the Geopotential 
Model EGM2008 at Zero-Height Surface 

统计项

重力异常/mGal

高程异常/m

阶次/阶
2~2 160
2~360

361~2 160
2~2 160
2~360

361~2 160

最小值

−187.99
−197.98
−166.17

−66.82
−66.82

−1.80

最大值

429.02
294.72
189.95

−23.17
−23.45

1.95

平均值

10.55
10.76

−0.21
−39.77
−39.77

−0.00

标准差

104.23
98.77
33.12
14.74
14.74

0.35

均方根误差

104.76
99.35
33.12
42.41
42.41

0.35
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为了对比分析不同改化模型的计算效果，采

用零高度面也就是球面上的 2′×2′网格重力异常

“真值”Δgt 作为观测量，同时使用 3 种改化模型对

实验区 9 个高度面上的 2′×2′网格高程异常进行

计算分析。其中，第 1模型是指使用经过实用性改

化后的高程异常通式进行数值计算时，对所有计

算高度都剔除了与计算点重合的中心数据网格影

响；第 2 模型是指对应于式（30）的改化模型，此模

型在所有高度段都按照式（25）计算中心数据网格

对高程异常的贡献；第 3模型是指对应于式（31）的

改化模型，此模型在所有高度段都按照式（27）计

算积分域数据对高程异常的贡献。

将 3 种改化模型的计算值分别与相对应高度

的高程异常理论“真值”ζti 作比较，可获得不同改

化模型的计算精度评估信息，具体比对结果列于

表 4。这里积分半径统一取为 ψ 0 =2°，考虑到积分

边缘效应影响，表 4只列出了实验中心区 2°×2°范
围内的数据比对结果。

从表 4 统计结果可以看出，第 1 模型在所有

计算高度上都剔除了与计算点重合的中心数据

网格影响，虽然成功避开了积分奇异性问题，但

由此也带来了不可忽略的计算误差，相对应的均

方根误差最大值达到 3.01 cm。第 2 模型是本文

推出的简化版去积分奇异性改化模型，相比第 1模

型，第 2 模型的计算精度已经得到大幅提升，超低

空高度段计算精度的提升幅度尤为明显，最大均

方根误差从 3.01 cm 减少到 2.06 cm，精度提升幅

度超过 30%。如前所述，该改化模型精度的改善

图 1　零高度面 361~2 160 阶次 EGM2008 位模型重力异常和高程异常

Fig. 1　Gravity Anomalies and Height Anomalies the Geopotential Model EGM2008 Degree 361⁃2 160 
at Zero-Height Surface

表 4　由不同改化模型计算得到的球外部高程异常与“真值”比较/cm
Table 4　Comparison of External Height Anomalies Calculated by Different Refined Models with the “True Value”/cm

模型

第 1
模型

第 2
模型

第 3
模型

统计值

最大值

最小值

平均值

均方根误差

最大值

最小值

平均值

均方根误差

最大值

最小值

平均值

均方根误差

计算高度/km
0

10.71

−9.00

−0.08

3.01

6.32

−7.14

0.04

2.06

0.29

−0.35

−0.01

0.10

0.01

10.69

−8.98

−0.08

3.00

6.25

−7.06

0.04

2.04

0.29

−0.35

−0.01

0.10

0.05

10.51

−8.82

−0.08

2.95

5.66

−6.38

0.04

1.85

0.29

−0.35

−0.01

0.10

0.1

10.10

−8.48

−0.08

2.84

4.47

−5.00

0.03

1.45

0.30

−0.36

−0.01

0.09

0.3

10.61

−8.91

−0.08

2.98

5.99

−6.75

0.04

1.95

0.29

−0.35

−0.01

0.10

1

8.83

−7.40

−0.07

2.48

1.43

−1.48

0.01

0.45

0.30

−0.37

−0.01

0.09

3

6.12

−5.10

−0.05

1.71

1.97

−1.53

−0.02

0.54

0.30

−0.36

−0.01

0.09

5

4.35

−3.60

−0.03

1.22

2.27

−1.81

−0.02

0.63

0.29

−0.34

−0.01

0.08

10

2.05

−1.68

−0.02

0.57

1.59

−1.28

−0.01

0.44

0.23

−0.27

−0.01

0.06
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幅度随计算高度增高而略有减少，是积分核函数

平面近似误差增大所致，此时如果采用分段改变

计算模型策略，即比如在 h ≥1 km 高度段，让第 2
模型回归原始模型（因为此时不再需要作积分奇

异性改化处理），那么，结合高度 h <1 km 的第 2
模型计算结果和 h ≥1 km 的原始模型计算结果，

就能获得全高度段稳定可靠的球外部高程异常

计算结果。第 3 模型是本文推出的严密版去积分

奇异性改化模型，在所有高度段上都取得了超预

期的高符合度计算结果，最大模型误差不超过

0.5 cm，是 3 个对比计算模型中的最优改化模型，

且全高度段不需要改变计算策略。相比第 2 模

型，第 3 模型的优势主要体现在：（1）不仅消除了

中心数据网格积分奇异性对计算结果的影响，同

时减弱了计算点周围近邻数据网格积分奇异性

对计算结果的影响；（2）通过式（31）右端积分中

的（Δg - Δgp）差分运算，成功消除了网格数据内

含的具有系统误差特性的代表误差影响，此处的

代表误差由积分离散化过程引起，重力异常场变

化越是剧烈的地区，此类代表误差就越大，第 3 模

型的改化效果也就体现得越明显。由此可见，如

果不考虑模型的复杂度，那么，第 3 模型应当是球

外部高程异常精密稳定计算的首选模型。不难

理解，计算区域的地形和重力异常变化越剧烈，

就越能凸显前述计算模型奇异性处理和模型改

化的提升效能。为了比较，在海洋和陆地平缓区

域也开展了类似的数值计算验证，与珠峰山区验

证结果相比，3 个模型在平缓区域的验证符合度

（绝对计算精度）都更高，但第 2 和第 3 模型相对

于第 1 模型精度改善的相对幅度与珠峰山区验

证结果基本一致，完全符合理论上的估计预期。

考 虑 到 论 文 篇 幅 的 限 制 ，不 再 列 出 具 体 比 对

结果。

在前面作为观测量的截断位模型重力异常

“真值”Δgt 中分别加入两类误差干扰，一类是单纯

的±3 mGal随机噪声，另一类为±3 mGal随机噪

声加上 0.5 mGal 系统偏差，形成两组新的模拟观

测量，按照前面相同的计算方案和流程，依次采用

前述 3 种改化模型完成 9 个高度面上的 2′×2′网

格球外部高程异常计算，将计算结果与相对应高

度的截断位模型“真值”作对比评估，具体比对结

果如表 5和表 6所示。

对比表 4 与表 5、表 6 的计算结果可以看出，

在观测“真值”中分别加入两类不同特性的误差

干扰后，3 种高程异常改化模型的计算精度虽然

都发生了一定变动，但其变化幅度几乎可以忽略

不计，说明两类误差对高程异常计算结果的影响

很微弱。这样的结果与 §2 所作的数据观测误差

影响理论分析结论及表 1 和表 2 数值估算结果完

全相吻合，这主要源于表 4~6 设计的实验均采用

了 360 阶次的位模型参考场和相同阶次的截断核

函数，从而再次证明核函数截断改化对抑制数据

观测系统性偏差和随机噪声干扰均具有显著作

用，要想取得 1 cm 的高程异常计算模型符合度，

对积分核函数进行截断改化处理是必不可少的

关键技术环节。

表 5　第 1类误差干扰下的不同改化模型计算结果与“真值”比较/cm
Table 5　Comparison of the Results Derived from Different Refined Models Under Type 1 Data Error Influence 

with the “True Value”/cm

模型

第 1
模型

第 2
模型

第 3
模型

统计值

最大值

最小值

平均值

均方根误差

最大值

最小值

平均值

均方根误差

最大值

最小值

平均值

均方根误差

计算高度/km
0

11.81

−10.07

−0.05

3.11

5.86

−7.22

0.07

2.09

1.51

−1.72

0.02

0.56

0.01

11.78

−10.05

−0.05

3.10

5.80

−7.14

0.07

2.06

1.51

−1.72

0.02

0.56

0.05

11.69

−9.97

−0.05

3.08

5.58

−6.84

0.06

1.98

1.50

−1.70

0.02

0.55

0.1

11.58

−9.87

−0.05

3.05

5.30

−6.48

0.06

1.87

1.49

−1.69

0.02

0.55

0.3

11.14

−9.50

−0.05

2.93

4.27

−5.22

0.05

1.49

1.44

−1.64

0.02

0.53

1

9.76

−8.31

−0.04

2.57

1.75

−1.98

0.03

0.62

1.30

−1.47

0.01

0.48

3

6.81

−5.78

−0.02

1.79

2.70

−2.31

0.00

0.68

0.99

−1.10

0.01

0.36

5

4.87

−4.12

−0.01

1.28

2.81

−2.38

0.00

0.72

0.77

−0.85

0.01

0.28

10

2.34

−1.97

0.00

0.62

1.88

−1.58

0.00

0.49

0.44

−0.49

0.01

0.17
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4　结　语

利用位场等效源原理求解地面大地边值问

题，最终都要归结为含地心向径因子核函数的球

外部扰动位泛函全球积分模型解算问题。针对

此类积分计算模型在超低空高度段可能存在的

核函数奇异性问题，本文分别提出了基于中心网

格数据区块分离法和基于计算点网格数据移去 ⁃
恢复法的两种去除积分核函数奇异性解决方案：

前者对核函数做了舍弃次项保留主项处理，同时

对积分域做了平面近似，计算过程比较简单；后

者采用基于恒等式的移去⁃恢复运算，确保转换过

程不损失计算精度。相比较而言，后者比前者具

有更高的理论上的严密性，数值计算检验结果也

证明了这一点。同时本文还提出了球外部高程

异常全球积分模型向局域数值积分模型转换的

实用性改化方案，分别给出了与局部积分模型相

对应的远区效应、移去⁃恢复参考场和核函数截断

改化计算表达式；分析研究了数据观测误差对高

程异常计算结果的影响特性及制衡关系，确认减

小数据观测系统性偏差和采取核函数截断改化

措施，是提高球外部高程异常计算精度的关键。

利用超高阶位模型 EGM2008 对核函数奇异性解

决方案和计算模型实用性改化方案进行了数值

计算验证，证实采用本文方案计算球外部高程异

常，可取得优于 1cm 的模型内符合精度，可满足

当今高精度高分辨率高程异常数值模型构建及

相关应用领域需求［21-22］。
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